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F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn + Fn+1










1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0, · · ·
となり，「1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0」という数列が繰り返される。これは 3 だけでなく，どん
な 2 以上の整数 m で割った余りで考えても同様であり，必ずある長さの数列が繰り返
される形になる。この繰り返される数列の最小の長さが何か，というのが問題である。
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は A. Wiles により解決されている）の場合，問題の意味としては高校生でも理解できるだろうが，





















項間漸化式によって，F1 = 1, F2 = 1, F3 = 2, F4 = 3, · · · と定まっていく数列であった：
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, · · ·
この数列の各項を，3 で割った余りに置き換えて新たな数列を作ってみると
1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, · · ·
となり，下線を引いた部分が周期的に繰り返されることになる。フィボナッチ数列は隣接する 2 項
から漸化式によって定まっていくものであり，自然数 m で割った余りの列において隣接する 2 項






えば m = 3 なら
1 + 1 = 2, 1 + 2 = 0, 2 + 0 = 2, 0 + 2 = 2, 2 + 2 = 1, 2 + 1 = 0, · · ·
というように求めていく方が計算しやすい。
m = 2 : 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, · · ·
m = 3 : 1, 1, 2, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1, 2, 0, · · ·
m = 4 : 1, 1, 2, 3, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 1, 0, · · ·
m = 5 : 1, 1, 2, 3, 0, 3, 3, 1, 4, 0, 4, 4, 3, 2, 0, 2, 2, 4, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 0, 3, · · ·
ここで下線を引いた部分が周期の最小単位をなしている。この最小単位の長さのことを，m で割っ
たときの周期の長さと呼ぶことにし，それを k(m) と表そう。つまり，今計算した例では











m 2 3 4 5 6 7 8 9 10






(A) m が大きいから k(m) も大きいというわけではない。増えたり減ったりする。
(B) ほとんどすべて k(m) は偶数になっている。
(C) k(m) は 4 の倍数が多い。
などが挙がってくる1。ヒントを出したりしつつ，k(m) の数値の並びに何か規則があるかどうか
更に問いかけてみると，数に対する感受性の高い生徒がいる場合は，
(D) k(2) = 3, k(22) = 6, k(23) = 12 は等比数列になっている。
(E) k(2)× k(3) = k(6), k(2)× k(5) = k(10) になっている。
などが出てくることもある。さて (A)，(B), (C), (D), (E) の指摘は一般に成り立っているだろう
か。まだ少ししか計算していないから断言するにはまだ早いと高校生でも思うだろう。数学の研究
においては，少し計算してこのように仮説を立てた後，さらに計算をして検証し，精密化していく
というステップが大切である。そこで，m を 200 までの範囲で計算して表を作ってみた。それが，
最終頁の表 1である。表 1を見て，(A), (B), (C), (D), (E)を検証していこう。
3.1 (A), (B), (C)について
表 1を見ると，k(m) は増えたり減ったりの状況が続くことが分かるから，(A) は正しいと言え
る。また，m が 3 以上のときには確かに k(m) の欄はすべて偶数になっており，(B) は正しいよ
うに見受けられる。もちろんこれは m が 200 以下に限った調査に過ぎないが，これだけ続くと偶
然というわけではなさそうなので，これを予想として明記しておこう。
予想 1. m > 2 のとき， k(m) は必ず偶数であろう。
このように，計算によってある程度まで仮説を検証できたら，それを「予想」として数学的に表
現して説明するという訓練は数学的活動としてとても大切である。一方で，(C) については一般に




学的活動として鉄則中の鉄則と言って過言ではない。ここでは，m が 200 以下の表のうち，m が
2べき，3べき, 5べきの場合を取り出して表にまとめ直してみると以下のようになる。
m k(m) m k(m)
2 3 32 48
4 6 64 96













きの列は，p 倍 p 倍・・・となっていることが予想できる。すなわち
予想 2. 素数 p に対して，k(p), k(p2), k(p3) , · · · は公比が p の等比数列になっているであろう。
つまり，一般項は k(pn) = pn−1k(p) であろう。
では，この等比数列の初項 k(p) の公式を求められるであろうか。次にそれを調べてみよう。こ






























































































































すると，素数 p の一の位が 1 だとしても k(p) = p− 1 が一般に成り立つわけではないことが分か
る。例えば，p = 101, 151, 181 のときがそうだ。しかし，これらの場合も注意深く見てみると，
• p = 101 のとき k(p) = (p− 1)/2
• p = 151 のとき k(p) = (p− 1)/3
• p = 181 のとき k(p) = (p− 1)/2
となっていて，k(p) と p− 1 とはやはり強い関係が有る。一の位が 9 の場合でやってみても同様
になり，予想として次のように述べておくことにしよう。
予想 3. 素数 p の一の位が 1 または 9 のとき，k(p) は必ず p− 1 の約数であろう。
では，素数 p の一の位が 3 または 7 のときはどうなるか。
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• p = 3 のとき k(p) = 8, p = 13 のとき k(p) = 28, p = 23 のとき k(p) = 48
• p = 7 のとき k(p) = 16, p = 17 のとき k(p) = 36, p = 37 のとき k(p) = 76
このあたりを見ていると，k(p) = 2(p + 1) という関係に気付くのではないか。p = 113 のとき
k(p) = 76 などの例もあって一瞬困るが，76 は 228 の約数になっているので，上の予想と同じ調
子で次の予想も見えてくる。
予想 4. 素数 p の一の位が 3 または 7 のとき，k(p) は 2(p+ 1) の約数であろう。
3.3 (E) について
(E) というのは
k(2)× k(3) = 3× 8 = 24 = k(6), k(2)× k(5) = 3× 20 = 60 = k(10)
という関係に注目して
k(a)× k(b) = k(a× b)
という規則が有るのではないかという仮説であった。確かに表 1を見ても
k(2)× k(7) = 3× 16 = 48 = k(14)
なども成り立っているので偶然とは思えないが，一方で
k(2)× k(4) = 3× 6 = 18, k(8) = 12
k(3)× k(5) = 8× 20 = 160, k(15) = 40
k(4)× k(5) = 6× 20 = 120, k(20) = 60
など当てはまらない例はいくらでも有りそうだ。果たしてこれはどういう規則なのだろうか。先程
も述べたように，困ったときは素数に着目するのが鉄則であることを思い出そう。素数 p, q に対
して，k(p), k(q) と k(pq) をいくつか整理してみると以下のようになる。
k(2) = 3, k(3) = 8 → k(6) = 24 k(3) = 8, k(5) = 20 → k(15) = 40
k(2) = 3, k(5) = 20 → k(10) = 60 k(3) = 8, k(7) = 16 → k(21) = 16
k(2) = 3, k(7) = 16 → k(14) = 48 k(3) = 8, k(11) = 10 → k(33) = 40
k(2) = 3, k(11) = 10 → k(22) = 30 k(5) = 20, k(7) = 16 → k(35) = 80
k(2) = 3, k(13) = 28 → k(26) = 84 k(5) = 20, k(11) = 10 → k(55) = 20




予想 5. 素数 p, q について，k(pq) は k(p) と k(q) の最小公倍数になるであろう。
3.4 その他




例えば，表 1を見ていて，k(24) = 24, k(120) = 120ということに気付いたとしよう。k(m) = m
という性質を満たすものは 200 までの間にはこの 2 つしか無いが，他には無いのだろうか。ここ
でプログラムの出番である。m を例えば 10000 まで走らせて，k(m) = m を満たすものを自動的
に探させると
m = 24, 120, 600, 3000
という出力が得られる。この並びを見れば，たいていの高校生なら，公比 5 の等比数列であるこ
とを見破るであろう。
予想 6. k(m) = m を満たす自然数 m は，初項 24，公比 5 の等比数列になっているであろう。











定理 1. m > 2 のとき， k(m) は必ず偶数であろう。
Proof. [5, Theorem 4], [4, 定理 20 (a)].
自然数 m に対して周期の長さ k(m) を求めたいのであるが，実は次の定理が成り立つ。これは
予想 5を更に一般に証明した定理である。
定理 2. m の素因数分解を m =
r∏
i=1
peii とするとき，k(m) = lcm{k(pe11 ), . . . , k(perr )} である。こ
こで，lcm は最小公倍数を表す。
Proof. [5, Theorem 5], [4, 定理 21 (b)].
定理 2により，自然数 m に対して k(m) を求める問題は，素数 p と自然数 n に対して k(pn)
を求めることに帰着された。そこで，予想 2 が重要になるが，予想 2 が一般に正しいかどうか
は実はまだ未解決問題で，人類はまだ答えを知らない。ここで Wall 予想と呼ばれる有名な未解
決問題が関わってくる。Wall は [5]でこの問題を考察し，次の定理を証明した。まず，明らかに
k(p)  k(p2)  k(p3)  · · · であることに注意しよう。
定理 3. k(pt) = k(p) をみたす最大の自然数を t とする。 このとき，n  t なる任意の自然数 n
に対して，k(pn) = pn−t · k(p) が成り立つ。
Proof. [5, Theorem5], [4, 定理 21(b)].
この定理により，k(p2) = k(p) なる素数 p に対しては，k(pn) = pn−1 · k(p) がすべての自然数 n
に対して成り立つことになり，つまり，予想 2 は正しいということになる。Wall は 1960年の論
文 [5]の段階で，k(p2) = k(p) となる素数 p は p < 10000 の範囲では見つかっていないと述べて
いる。現在は，この条件 k(p) = k(p2) はすべての素数 p に対して成り立つと思われているが，そ
れは Wall 予想と呼ばれている未解決問題である。
予想 7 (Wall [5], 1960). すべての素数 p に対して，k(p) = k(p2) が成り立つであろう。
Wallによってこの予想が提唱されてから 60 年近く経つが，今も真偽不明の未解決問題である。
[3]によると，現在のところ，PrimeGridプロジェクトにより，p < 1.9 × 1017 を満たす素数に対
しては正しいことが確認されている。
もしこのWall予想がすべての素数 p に対して成り立つならば，定理 3より，k(pn) = pn−1k(p)
が成り立つので，結局 k(pn) を求める問題は，素数 p に対する k(p) を求める問題に帰着されるこ
とになる。しかし，k(p) に関しても未解決問題で，結論は知られていない。予想 3 と予想 4 につ
いては，一般に成立することが証明されている。
定理 4.
(1) 素数 p が p = 10x± 1 の形のとき，k(p) は p− 1 の約数である。
(2) 素数 p が p = 10x± 3 の形のとき，k(p) は 2(p+ 1) の約数である。
Proof. [5, Theorem 6, 7], [4, 定理 23], [1, 定理 4.52].
最後に，予想 6についての定理 6とその証明を述べる。まず，次の補題を証明する。
補題 5. p が 2 でない素数であるとき，任意の自然数 n に対して k(pn) の素因子は p 以下である。
Proof. p = 5 のとき，定理 4より，k(p) は p − 1 または 2(p + 1) の約数である。定理 3より，
k(pn) は有る自然数 t に対して k(pn) = pn−tk(p) と書けるので，k(pn) の素因子 l は，l = p かま
たは，p− 1 か 2(p+ 1) の約数である。l = 2 のときは, l = p かまたは，p− 1 か p+12 の約数とい
うことになり，どの場合も l ≤ p となる。 l = 2 のときは，明らかに l < p. また，p = 5 のとき




定理 6. k(n) = n となるための必要十分条件は，n = 24 · 5a を満たす非負整数 a が存在すること
である。
Proof.
⇐を示す n = 23 ·3 ·5a とする。a = 0 のとき，n = 24 であり k(24) = 24 として成立する。a  1
のときは，定理 2, 3 より
k(n) = lcm{k(23), k(3), k(5a)} = lcm{22 · 3, 8, 5a−120} = 23 · 3 · 5a = n.
⇒を示す k(n) = n とする。
n = 2a · 3b · 5c ·
s∏
i=1
peii (5 < p1 < p2 < · · · < ps, es > 0)
とすると，定理 2より





i ) の約数である。ここで，補題 5より，n の素因子
のうち ps は k(ps)es からしか出てこないので，k(pess ) は p
es
s で割り切れる。一方，定理 3より，
k(pess ) はある自然数 t に対して k(p
es
s ) = p
es−t
s k(ps) であるので，k(ps) は ps で割り切れなけれ
ばならない。ここで，ps = 2, 5 であるので，k(ps) は ps − 1 または 2(ps + 1) の約数であるとい
う定理 4に矛盾する。以上で，n = 2a · 3b · 5c でなければならないことが分かった。
(i) a = b = 0 のとき，c ≥ 1, n = 5c であり k(n) = 4 · 5c = n.
(ii) a ≥ 1 かつ b = 0 のとき，3  n であるが，一方 k(2a) = 3 · 2a−1 より 3 | k(n) であるので，
k(n) = n.
(iii) a = 0 かつ b ≥ 1 のとき，2  n であるが，一方 k(3b) = 8 · 3b−1 より 2 | k(n) であるので，
k(n) = n.
以上により，a ≥ 1 かつ b ≥ 1 でなければならない。このとき
k(n) =
lcm{k(2a), k(3b), k(5c)} if c ≥ 1lcm{k(2a), k(3b)} if c = 0
= 2d · 3e · 5c.
ここで，k(2a) = 2a−1·3, k(3b) = 23·3b−1, k(5c) = 22·5cよりd = max{a−1, 3}, e = max{1, b−1}
である。今，k(n) = n = 2a3b5c であるので，a = d, b = e であり，d = 3, e = 1 でなければなら
ない。従って n = 23 · 31 · 5c である。
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表 1: m ≤ 200 の周期の長さ
m k(m)
1
2 3
3 8
4 6
5 20
6 24
7 16
8 12
9 24
10 60
11 10
12 24
13 28
14 48
15 40
16 24
17 36
18 24
19 18
20 60
21 16
22 30
23 48
24 24
25 100
26 84
27 72
28 48
29 14
30 120
31 30
32 48
33 40
34 36
35 80
36 24
37 76
38 18
39 56
40 60
m k(m)
41 40
42 48
43 88
44 30
45 120
46 48
47 32
48 24
49 112
50 300
51 72
52 84
53 108
54 72
55 20
56 48
57 72
58 42
59 58
60 120
61 60
62 30
63 48
64 96
65 140
66 120
67 136
68 36
69 48
70 240
71 70
72 24
73 148
74 228
75 200
76 18
77 80
78 168
79 78
80 120
m k(m)
81 216
82 120
83 168
84 48
85 180
86 264
87 56
88 60
89 44
90 120
91 112
92 48
93 120
94 96
95 180
96 48
97 196
98 336
99 120
100 300
101 50
102 72
103 208
104 84
105 80
106 108
107 72
108 72
109 108
110 60
111 152
112 48
113 76
114 72
115 240
116 42
117 168
118 174
119 144
120 120
m k(m)
121 110
122 60
123 40
124 30
125 500
126 48
127 256
128 192
129 88
130 420
131 130
132 120
133 144
134 408
135 360
136 36
137 276
138 48
139 46
140 240
141 32
142 210
143 140
144 24
145 140
146 444
147 112
148 228
149 148
150 600
151 50
152 36
153 72
154 240
155 60
156 168
157 316
158 78
159 216
160 240
m k(m)
161 48
162 216
163 328
164 120
165 40
166 168
167 336
168 48
169 364
170 180
171 72
172 264
173 348
174 168
175 400
176 120
177 232
178 132
179 178
180 120
181 90
182 336
183 120
184 48
185 380
186 120
187 180
188 96
189 144
190 180
191 190
192 96
193 388
194 588
195 280
196 336
197 396
198 120
199 22
200 300
